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Un des problèmes que doit résoudre la mécanique des fluides est celui de l’action 
d’un courant sur un solide. En effet, plongé dans un fluide en mouvement, un solide 
subit de la part de celui-ci une action sur la surface de contact dont la détermination 
est de première importance dans des domaines aussi variés comme la propulsion des 
navires et des avions, le mouvement des projectiles, les turbomachines...etc. Car 
toutes les réalisations techniques baignent dans des fluides comme l’air, l’eau et les 
fluides industriels. Ce problème, dit de la résistance des fluides. 
La première approximation de la mécanique des fluides (fluide parfait), conduit 
au paradoxe d’Alembert qui, pour un mouvement stationnaire, s’annonce de la façon 
suivante: La résultante R des pressions du fluide sur un obstacle est perpendiculaire à 
la vitesse ∞U  de l’écoulement à l’infini, ce qui est contraire à l’observation courante.  
La deuxième approximation (fluide visqueux), conduit à des équations plus 
complexes et on ne connaît que peut de solutions exactes. En particulier, on aboutit 
pratiquement à la résolution du problème de la résistance des fluides, par une 
schématisation qui est l’introduction de la notion de couche limite. 
Le concept de la couche limite est introduit par "Prandtl" qui montre que les 
écoulements visqueux, pour la plupart, peuvent être découpés en deux zones :  
- Une zone proche à la paroi où les forces visqueuses et d’inertie sont du même 
ordre de grandeur ; appelée région de couche limite, 
- la région extérieure où les forces visqueuses sont négligeables devant les forces 
d’inertie. 
Ce concept impose de regarder l’écoulement, et donc de le modéliser 
différemment en fonction de la région qu’on désire étudier, les ordres de grandeur des 
principaux termes étant différents. 





primordiale dans la couche limite ; il existe également une zone mince près de la paroi 
où les variations de température sont rapides ; c’est la couche limite thermique. 
Dans cette étude on s’intéresse à l’influence de l’effet thermique sur les 
caractéristiques de la couche limite laminaire pour des fluides incompressibles sur une 
paroi lisse. L’effet de température se traduit par : le type de paroi, et la valeur du 
nombre de "Prandtl" qui permet de choisir le matériau le mieux approprié à une 
application faisant intervenir un transfert diffusif de chaleur dans un fluide en 
mouvement. 
Pour arriver à cet objectif on propose les chapitres suivants : 
Dans le premier chapitre on présente une étude théorique sur quelques 
propriétés du fluide, et des différents types d’écoulements puis un rappel des 
équations fondamentales de la mécanique des fluides. 
Le deuxième chapitre est consacré à l’étude de la couche limite laminaire tant 
au niveau de l’écoulement dynamique que thermique, et les différentes 
caractéristiques de ces couches. Les idées de base sur lesquelles repose le concept de la 
couche limite sont exposées avec les simplifications des équations conduisant aux 
formes régissant les écoulements de type couche limite. 
A partir du troisième chapitre nous résolvons les équations de la couche limite 
dynamique à l’aide de la méthode de "Blasius" et de la méthode approchée. Ensuite 
on détermine les caractéristiques de cette couche. Le problème est traité en présence 
et en absence du contrôle actif. 
Une fois que le problème dynamique est résolu, on peut résoudre l’équation 
d’énergie en convection forcée aux grandes et basses vitesses, pour divers types de 
parois et différents nombres de "Prandtl". 
Une conclusion générale est donnée pour commenter les résultats obtenus et 
pour proposer des perspectives à notre étude. 
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Chapitre 1 : 
PROPRIETES GENERALES DES FLUIDES  
ET MODELES D’ECOULEMENTS 
 
1.1 Propriétés physiques d’un fluide. 
1.1.1 Notion de fluide. 
Un fluide peut être considéré comme étant formé d’un grand nombre de 
particules matérielles, très petites et libres de se déplacer les unes par rapport aux 
autres. Un fluide est donc un milieu continu, déformable, sans rigidité et qui peut 
s’écouler. Parmi les fluides, on fait souvent la distinction entre liquides et gaz. 
Les liquides et gaz habituellement étudiés sont isotropes, mobiles et visqueux. 
La propriété physique qui permet de faire la différence entre les deux est la 
compressibilité. 
• L’isotropie assure que les propriétés sont identiques dans toutes les directions 
de l’espace. 
• la mobilité fait qu’ils n’ont pas de forme propre et qu’ils prennent la forme du 
récipient qui les contiennent. 
• la viscosité caractérise le fait que tout changement de forme d’un fluide réel 
s’accompagne d’une résistance (frottements). 
1.1.2 Viscosité. 
La notion de viscosité est associée à la résistance qu’oppose tout fluide à sa mise 
en mouvement. Pour préciser cette propriété de façon plus quantitative, nous 
considérons l’expérience de "Couette" en écoulement plan. Telle qu’elle est 
schématisée à la figure (1.1), cette expérience concerne un fluide visqueux disposé 
entre deux plans parallèles distants d’une hauteur .S  Elle consiste à déplacer 
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relativement à l’autre, l’une des deux parois d’un mouvement permanent de 
translation rectiligne dans son propre plan. Pour simplifier, on suppose la paroi 












En l’absence de toute autre force extérieure (gravité, pression), le mouvement du 
fluide résulte exclusivement du déplacement du plan mobile. 
En régime permanent, l’expérience révèle, pour certains fluides, que le profil de 
vitesses qui s’établit entre les deux plaques est linéaire. En outre pour maintenir le 
mouvement uniforme de la paroi supérieure, il faut exercer sur une aire Σ  de celle-ci 
une force tangentielle dont le module F est tel que : 
F/  U0 /S  
En désignant par µ  le coefficient de proportionnalité appelé viscosité dynamique du 





Cette relation s’applique bien aux fluides usuels. Elle est à l’origine d’un comportement 
rhéologique que nous qualifierons de newtonien. 

















Fig.1.1: Schéma de l’écoulement de couette plan. 
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1.1.3 Conductivité thermique. 
Rappel des différents modes de transfert de chaleur. 
Si l’on en juge par leurs origines physiques, deux modes fondamentaux de 
transfert de chaleur peuvent être distingués : 
- Le rayonnement, qui repose sur un mécanisme de propagation énergétique à 
distance par ondes électromagnétiques émises par des corps chauds. Ce phénomène 
intéresse des applications où les écarts de température sont élevés. 
- La conduction, qui résulte d’un transfert de proche en proche par agitation 
moléculaire à travers une surface d’échange. 
Selon l’usage pratique du thermicien, on introduit également la notion de 
convection thermique chaque fois qu’un échange de chaleur siège dans un fluide en 
mouvement. On distingue alors différents modes de convection selon que ce 
mouvement résulte du seul échauffement du milieu (convection naturelle) ou de forces 
d’origines différentes (convection forcée et convection mixte). 
Manifestation élémentaire de la conduction. 
Nous considérons (figure 1.2), un fluide au repos entre deux parois planes 
parallèles distantes de S . Pour tout instant 0<t , le système fluide -plaques est en 















y  Paroi à 1= TT  
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A l’instant 0=t , la plaque supérieure est portée à une température 01 TT ≠ , 
condition qui est maintenue inchangée pour tout 0>t . On suppose que l’écart de 
température 01 TT −  est tel qu’il n’engendre aucun mouvement du fluide à l’échelle 
macroscopique, de sorte que l’échange de chaleur est de type purement conductif. 
Après une phase transitoire au cours de laquelle la différence de température diffuse à 
travers l’épaisseur du fluide, un régime permanent est atteint (figure 1.2). Le nouvel 
état thermique qui s’établit entre plaques se caractérise par : 
- Une distribution linéaire de champ de température : 
T − T0
T1 − T0 
y
S  
- Un flux de chaleur entre plaques, dont l’intensité Q  à travers une surface Σ  
parallèle aux plaques est telle que : 
Q/ ≃ |T1 − T0 |/S  
Cette dernière relation permet d’introduire un coefficient de proportionnalité positif 





Comme pour la relation de "Newton" (1.1), l’équation (1.3) doit être généralisée à un 
transfert de chaleur s’exerçant selon une direction quelconque. Cela conduit à 
introduire le vecteur densité de flux de chaleur q  représentant le flux de chaleur par 
unité de surface, dont l’expression est alors donnée par la loi de "Fourier" : 
q  −gradT
 
Il est possible d’introduire un coefficient appelé diffusivité thermique et défini par : 
a  Cp  
où pC  représente la chaleur spécifique à pression constante. 
(1.3)
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La diffusivité thermique et la viscosité cinématique ayant mêmes dimensions, 
leur rapport définit une grandeur adimensionnelle appelée nombre de "Prandtl": 
Pr  a 
Cp
  
Le nombre de "Prandtl" est une propriété physique du fluide dont la valeur 
permet de comparer les transferts de quantité de mouvement associés aux forces 
visqueuses aux transferts de chaleur par conduction. 
1.2 Types d’écoulements. 
1.2.1 Ecoulements incompressibles et compressibles. 
On dit qu’un fluide est incompressible si sa masse spécifique varie faiblement 
avec la pression ou la température. Pour juger de l’effet de compressibilité dans un 
fluide en mouvement il faut faire intervenir à la fois la célérité du son et la vitesse de 
l’écoulement. Le rapport de ces deux grandeurs définit un paramètre adimensionnel 
appelé nombre de "Mach" : 
M  Vc  
Le nombre de Mach permet de distinguer les régimes subsoniques ),1<M(  
supersonique 1  M ≲ 5  et hypersonique M ≳ 5. En outre, pour des écoulements à 
nombre de Mach inférieur à 0.2 le résultat du calcul de la vitesse fait en considérant 
le fluide incompressible ne diffère pas de plus de 1% de la valeur trouvée en prenant 
en compte la compressibilité [03]. C’est la raison pour laquelle on distingue au sein du 
régime subsonique, la plage des écoulements incompressibles et celle des écoulements 
où les effets de compressibilité dû au mouvement ne peuvent être négligés. 
1.2.2 Ecoulements laminaires et turbulents. 
On dit qu’un écoulement est laminaire lorsque le mouvement des particules 
fluides se fait de façon régulière et ordonnée. L’écoulement est turbulent lorsque le 
déplacement est irrégulier et que des fluctuations aléatoires de vitesse se superposent 
(1.4)
  
          
  8
                                  Propriétés générales des fluides et modèles d’écoulements. Chapitre 1.    
au mouvement moyen du fluide. Les deux types d’écoulements peuvent être observés 
par exemple dans le cas  d’un filet d’eau s’échappant d’un simple robinet. Lorsque la 
vitesse est faible, l’écoulement est régulier et laminaire. Au contraire, pour des débits 
importants et à vitesse plus élevée, on constate que les filets d’eau oscillent autour 
d’une position moyenne et l’écoulement prend un aspect irrégulier et turbulent. 
On établit un critère qui permet de classer a priori les écoulements, c’est la valeur de 
nombre de Reynolds. Dans un écoulement à faible valeur de "Reynolds" Re  1 , les 
écoulements sont observés aux faibles vitesses. Il s’agit en général d’écoulements très 
stables, aux profils bien définis, appelés écoulement rampant lorsque l’écoulement 
qualifié de laminaire quelle que soit la valeur du nombre de Reynolds (jusqu'à 2000   
2300). Au contraire, dans les écoulements à grand nombre de "Reynolds" Re  1 , 
les écoulements correspondants sont beaucoup moins stables, ils sont observés aux 
fortes vitesses, sont des écoulements turbulents. 
1.2.3 Ecoulements stationnaires et instationnaires. 
On dit qu’un écoulement est stationnaire si toutes les variables décrivant le 
mouvement sont indépendantes du temps. Ainsi la pression ,p  la vitesse ,V  la 
densité ,ρ  l’énergie e  d’un écoulement stationnaire sont des quantités indépendantes 
du temps. Un écoulement est dit instationnaire si les variables décrivant le mouvement 
dépendent du temps.  
1.2.4 Ecoulements unidimensionnels et bidimensionnels. 
Dans certains cas particuliers intéressants, le problème physique réel 
tridimensionnel peut se ramener à l’étude d’un écoulement théorique bidimensionnel 
ou unidimensionnel. C’est pour ça, on peut considérer l’écoulement de grande étendue 
suivant l’axe des z  comme un écoulement bidimensionnel suivant les axes des )(x  




          
  9
                                  Propriétés générales des fluides et modèles d’écoulements. Chapitre 1.    
1.3 Equations fondamentales. 
Dans son ensemble, la mécanique des fluides est gouvernée par trois équations 
fondamentales : l’équation de continuité, l’équation de quantité de mouvement et 
l’équation d’énergie. 
1.3.1 Equation de continuité. 





où  désigne la densité locale. Si le volume matériel ne contient ni sources ni puits, la 




dt  dv  0  
Nous pouvons maintenant appliquer le théorème de transport au volume Ω  : 
d
dt  dv   ∂∂t dv    V. n ds  




∂t dv    V. n ds  0  
Si le volume Ω  ne contient pas de surface de discontinuité, l’intégrale sur Σ  
peut être remplacée par une intégrale de volume et "le théorème de Green-
Ostrogradsky" permet d’écrire : 
  V.n ds   ∇. .V dv  
    (1.5)
    (1.6) 
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dans ces conditions, l’équation (1.6) devient : 

∂
∂t  ∇. .V
 dv  0
 
Le volume d’intégration est arbitraire et par conséquent l’intégrale doit être 
identiquement nulle : 
∂
∂t  ∇. .V
  0
 
L’équation (1.7) est souvent appelée équation de continuité (forme différentielle). 
1.3.2 Equation de quantité de mouvement. 
Pour un volume arbitraire Ω , la quantité de mouvement, définie pour une 
particule de fluide par le produit ,mV  doit être conservée. Cette conservation, sous sa 








où νr est le vecteur unité tangent à la surface =Σ Pet  ,  définit le tenseur des contraintes 






















L’équation (1.8) s’écrit sous la forme différentielle comme suit : 
 ∂V∂t   V




f  représente le vecteur des forces appliquées au fluide (forces massiques). 
      (1.7)
      (1.8)
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Dans le cas d’un écoulement idéal, donc sans frottements internes, ou pour un 
fluide au repos, le tenseur des contraintes totales se réduit uniquement à l’effet de la 







Pour un fluide incompressible, newtonien et visqueux, le tenseur ci-dessus présente 
alors des contraintes visqueuses, dont le tenseur est ,
=
τ  et cela devient : 
=== += τidealvisq PP  
Le tenseur des contraintes visqueuses, selon l’hypothèse de "Newton", est une fonction 
linéaire du taux de déformation : 
=
D  
== =   2 Dµτ  
Avec 
=
 D  défini de la manière suivante : 

D ∇ ⊗ V  ∇ ⊗ V T
 
En tenant compte de la condition d’incompressibilité, défini par ∇ . ,0=→V  on aboutit 
aux équations de Navier-Stokes, qui expriment la conservation de la quantité de 
mouvement d’un fluide incompressible, newtonien et visqueux et dont l’expression 
est : 
 ∂V∂t   V
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1.3.3 Equation d’énergie. 
L’énergie cinétique du fluide contenu dans un élément de volume dv  d’un volume 




2 dv  Pe  Pi  
avec  eP  : puissance des forces extérieures : 
Pe   uif idv   ui ijnjds  
iP  : puissance des forces intérieures : 
Pi    ij ∂ui∂x j dv  
Si on appelle e l’énergie interne du fluide par unité de masse, l’énergie totale du 
fluide contenu dans l’élément de volume dv  du volume Ω  est [ ]dvVeρ )2/(+ 2 . Le 
premier principe de la thermodynamique s’exprime sous la forme : 
D
Dt   e  V
2
2 dv  Pe  PT  
avec TP  puissance thermique fournie au fluide du volume Ω . 
La puissance thermique TP  peut être fournie au fluide soit par rayonnement, soit 
par conduction à travers la surface Σ . Nous négligeons le rayonnement et par 
conséquent, si λ désigne la conductivité thermique du fluide, on a : 
PT   gradT. nds  
 
 
      (1.9)
      (1.11)
        (1.10)
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En retranchant de l’équation (1.10) l’équation (1.9) obtenue par application du 
théorème de l’énergie cinétique, on obtient : 
D
Dt   e dv  −Pi  PT  




∂t dv   e V. n ds  − divVdv   dv   gradT. nds  
En transformant les intégrales de surfaces en intégrales de volume, on montre qu’on 
doit avoir en tout point : 
∂e
∂t  diveV  −divV    div gradT  
ce qui peut s’écrire en tenant compte de l’équation de continuité (1.7) : 
DeDt  pdivV    div gradT  
Cette équation, appelée équation d'énergie, est utilisée, en fait, sous une forme 
équivalente, obtenue en introduisant l’enthalpie )/( ρpeh +=  du fluide (par unité de 
masse) à la place de l’énergie interne et qui s’écrit : 
DhDt 
Dp
Dt    div gradT  
En introduisant la chaleur massique à pression constante 
t
hCp ∂
∂=  et le coefficient de 
dilatation cubique à pression constante γ ; on écrit enfin l’équation d’énergie sous la 
forme suivante : 
Cp DTDt  T
Dp
Dt    div gradT  
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1.4 Effet du fluide visqueux. 
1.4.1 Hypothèses de "Prandtl 1904". 
La faible valeur du terme de viscosité pour les fluides usuels et la bonne 
concordance loin des obstacles, entre les solutions en fluide parfait et les écoulements 
réels, ont conduit "Prandtl" à envisager l’hypothèse suivante : Dans un écoulement 
suffisamment rapide ou suffisamment étendu, les forces de viscosité ne jouent que 
dans un très petit domaine au voisinage des surfaces fixes qui limitent l’écoulement. 
Sur ces surfaces fixes, la vitesse du fluide est nulle. A l’extérieur du domaine appelé 
couche limite, les vitesses du fluide sont celles de l’écoulement en fluide parfait qui ne 
tient pas compte des forces de viscosité.  
1.4.2 Description d’un écoulement autour d’une paroi. 
Lorsqu’un fluide se déplace en contournant un obstacle fixe, les champs de 
vitesse et de pression sont perturbés par ce dernier. Si la vitesse au loin est petite, 
l’effet de la viscosité, qui est l’adhérence du fluide sur la surface, se traduit par de 
faibles gradients pariétaux de la vitesse et ces gradients se font sentir légèrement mais 
très loin de l’obstacle. Si au contraire la vitesse est grande, le freinage à la paroi est 
intense et les gradients pariétaux élevés, mais la viscosité contribue à leur 
décroissance rapide avec la distance à la surface. Dans ce dernier cas, il existe une 
zone de fluide contiguë appelée couche limite dynamique, dans laquelle se produit 
l’accommodation entre la nullité de la vitesse (sur la paroi) et la pleine vitesse locale 
du fluide libre, là où les gradients de vitesse sont si modérés que le fluide peut être 
considéré, en première approximation, comme sans viscosité. La couche limite 
dynamique est une zone dans laquelle la rotationnalité est très forte à la paroi et 
s’estompe à la frontière; on schématise en parlant d’une frontière et d’une épaisseur 
de couche limite dynamique. Si l’obstacle n’a pas la même température que le fluide, 
il existe aussi une couche limite thermique dans laquelle la température varie depuis la 
température de la surface jusqu'à la température du fluide libre. L’épaisseur de cette 
couche limite thermique n’est pas celle de la couche dynamique, elle peut être plus 
grande, plus petite ou à peu près égale. 
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Chapitre 2 : 
COUCHE LIMITE LAMINAIRE : CONCEPTS 
DYNAMIQUE ET THERMIQUE 
 
2.1 Concept de couche limite. 
Considérons l’écoulement d’un fluide avec une vitesse à l’infini amant ∞U , et 
une température ∞T  sur une plaque plane à une température pT . Au voisinage de la 
paroi, les valeurs de la vitesse et de la température sont différentes de celles de 
l’écoulement à potentiel et varient en fonction de la distance à la paroi y . Cette zone 
de gradients de vitesse et de température est appelée couche limite. Elle résulte d’un 
échange de quantité de mouvement et de chaleur entre le fluide et la paroi. Son 
épaisseur est généralement petite par rapport à l’ensemble de l’écoulement. On 
distingue deux types de couche limite : la couche limite dynamique et la couche limite 
thermique. 
2.1.1 Couche limite dynamique. 
Une des caractéristiques principales d’un fluide est la viscosité. Elle varie avec la 
température et ne s’annule jamais. À la paroi, la vitesse du fluide est nulle et on 





Fig.2.1 : Variation de l’épaisseur et de la vitesse de la couche limite 
dynamique sur une paroi plane [18]. 
L
U∞ 
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2.1.2 Couche limite thermique. 
Lorsqu’un fluide, de température ∞T , s’écoule sur une paroi à température pT , 
des échanges thermiques s’établissent. Les particules du fluide s’échauffent ou se 
refroidissent au contact de la paroi. Ces particules échangent de la chaleur de proche 






2.1.3 Bilan advection-diffusion en couche limite isotherme. 
Considérons une particule fluide en mouvement dans une région de couche 
limite, et intéressons-nous aux deux mécanismes d’advection et de diffusion, comme le 
montre la figure (2.3). En l’absence de décollement, l’advection s’effectue dans le sens 
général imposé par les conditions à l’infini amant le long des lignes de courant et ne 
s’éloignant que faiblement de la géométrie de l’obstacle. 
Dans ces conditions, une échelle de temps représentative du transport advectif de 
quantité de mouvement sur la distance L peut être prise égale à : 
Ta ≈ L/U  
La présence d’un obstacle fixe dans un écoulement de fluide visqueux se traduit, pour 
le milieu en mouvement, par un déficit ou "puits" de quantité de mouvement. Cette 
condition, imposée à la paroi, diffuse au delà dans tout le champ avec une diffusivité 
qui n’est autre que la viscosité cinématique ν  du fluide. Si l’on désigne par δ  la 
distance transversale caractéristique de cette diffusion. Au bord de fuite de l’obstacle, 
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Td ≈ 2/  
l’échelle de temps correspondant au transfert diffusif de quantité de mouvement est 











Lorsqu’aucune limitation transversale n’est imposée à l’expansion de la couche 
limite dans cette direction, il est légitime de considérer que les deux mécanismes ci-
dessus agissent simultanément sur toute particule fluide évoluant dans la région de 
couche limite. En d’autres termes, advection et diffusion se produisent à même échelle 





2.1.4 Bilan convection-diffusion en couche limite thermique. 
La discussion précédente s’applique également à la diffusion de température 
lorsque la couche limite est le siège d’un transfert de chaleur en plus de celui de 
quantité de mouvement. C’est la situation que l’on rencontre chaque fois qu’il existe 
un déséquilibre thermique entre fluide et paroi. Notant dans ce cas l’échelle de 
longueur caractéristique du transfert diffusif de chaleur par Tδ , l’échelle de temps 




où a  désigne la diffusivité thermique du fluide. L’échelle de temps du transport 





Fig.2.3 : Advection-Diffusion de quantité de mouvement  
en région de couche limite [04]. 
    (2.1)
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(2.3)
2.2 Paramètres caractéristiques de couche limite. 
2.2.1 Epaisseurs. 
2.2.1.1 Epaisseur conventionnelle de couche limite dynamique. 
Nous désignerons désormais par ( )xU E  la vitesse obtenue en fluide parfait au 
point d’abscisse x  sur l’obstacle. L’épaisseur conventionnelle de couche limite est 
égale à la distance transversale où la composante longitudinale de la vitesse atteint 
99% de ( )xU E . Cette échelle varie en général avec l’abscisse le long de l’obstacle. En 
la désignant par ( )xδ , on a donc : 
Ux,x  0.99  UEx  
2.2.1.2 Epaisseur conventionnelle de couche limite thermique. 
D’une façon analogue à l’épaisseur de couche limite dynamique, on définit 
l’épaisseur de la couche limite thermique Tδ . Soit le rapport adimensionnel : 
Tx,y − Tpx
T − Tpx  
où ),( yxT  est la température au point courant de la couche limite, ( )xTp  celle de la 
paroi et T  celle de fluide au loin de la paroi. Par définition donc, l’épaisseur de 
couche limite thermique est la distance transversale au bout de laquelle l’écart de 
température atteint 99% de la différence ( )pTT −∞ . On a donc : 
Tx,T  − Tpx
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2.2.1.3 Epaisseur de déplacement. 
En raison du ralentissement du fluide à la paroi, le débit de fluide à travers 
l’épaisseur de couche limite est inférieur à ce qu’il serait, à distance égale, en fluide 
parfait, comme l’illustre la figure (2.4). En négligeant la variation des grandeurs en 
fluide parfait sur une distance transversale de l’ordre de l’épaisseur de couche limite, 
ce déficit peut être approximativement évalué par : 




Par convention, on l’exprime à partir d’une épaisseur 1  telle que : 




1 − UEUE dy  
L’épaisseur 1δ  est appelée Epaisseur de déplacement. Comme l’illustre la figure ci-
dessous, ce qualificatif fait référence à l’interprétation physique de cette grandeur qui 
correspond à la distance dont il conviendrait de déplacer la paroi pour conserver, en 
fluide parfait sur l’épaisseur ( )1δδ −  le même débit qu’en fluide visqueux sur toute la 






 Fig.2.4 : Déficit de débit et épaisseur de déplacement [04]. 
(2.5) 
y y y 
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2.2.1.4 Epaisseur de quantité de mouvement. 
Le ralentissement du fluide à la paroi se traduit également par un déficit de 
quantité de mouvement. Pour en rendre compte et de façon analogue à l’épaisseur de 
déplacement, on introduit une deuxième échelle appelée épaisseur de quantité de 









Comme pour 1δ  cette nouvelle épaisseur permet d’exprimer la différence de flux 
de quantité de mouvement entre écoulements en fluide parfait et visqueux à même 
débit masse Uρ  sous la forme : 
Jp − Jv ≃ 
0
 UUE dy − 0
 U 2dy ≡ EUE2 2
 
2.2.1.5 Epaisseur d’énergie cinétique, d’enthalpie et d’enthalpie d’arrêt. 
























Ces expressions représentent respectivement les épaisseurs d’énergie cinétique, 
d’enthalpie et d’enthalpie d’arrêt. 
2.2.1.6 Facteur de forme. 
Le rapport entre les épaisseurs de déplacement et de quantité de mouvement est 
désigné sous le nom de facteur de forme : 







Couche limite laminaire : concepts dynamique et thermique. Chapitre 2.                                   
                        
 21
Cette grandeur prend des valeurs différentes selon la nature laminaire ou 
turbulente de l’écoulement dans la couche limite. Pour une couche limite sur plaque 
plane, elle passe pratiquement du double au simple (d’environ 2,6 à1,3). Le facteur de 
forme est également influencé par le gradient adverse, il permet de caractériser 
l’apparition du décollement qui correspond à une valeur de H  voisine de 4 [04]. 
2.2.2 Frottement. 
2.2.2.1 Frottement local. 
Sous les approximations de couche limite, le tenseur des contraintes visqueuses 


















Il apparaît ainsi une contrainte prépondérante xyτ  qui n’est autre que la 
contrainte de cisaillement s’exerçant dans la direction de l’advection sur une facette 
de normale y . La valeur prise par cette contrainte à la paroi introduit le frottement 
pariétal local : 
px   ∂U∂y y0  
2.2.2.2 Traînée visqueuse. 
Par intégration du frottement pariétal sur toute la surface mouillée de l’obstacle, 
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2.2.2.3 Coefficient local de frottement-Coefficient de traînée. 
Le coefficient local de frottement est défini à partir de la contrainte pariétale 






Le coefficient de traînée s’obtient de façon similaire à partir d’une surface de 
référence et d’une pression dynamique. Cette dernière est le plus souvent définie à 






2.2.3 Transfert thermique. 
2.2.3.1 Coefficient pariétal de transfert de chaleur. 
Conformément à la loi de Fourier, λ  désignant la conductivité thermique du 
fluide, la densité de flux de chaleur échangé à la paroi vaut : 
px  − ∂T∂y y0  
Il est d’usage de l’exprimer à partir de l’écart de températures entre la paroi TP   et 
le fluide à l’infini T  introduisant ainsi le coefficient de transfert de chaleur pariétal k  
tel que : 
px  kTpx − T   
2.2.3.2 Nombre de Nusselt. 
En introduisant une longueur de référence L  le coefficient de transfert de chaleur 
peut être mis sous forme adimensionnelle, le groupement s’appelant alors Nombre de 
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2.3 Equations de couche limite dynamique isovolume. 
Nous allons procéder ici à une simplification des équations générales de sorte à 
établir, pour la région de couche limite, un nouveau modèle d’écoulement, 
"intermédiaire" entre ceux de Navier-Stokes et d’Euler. 
Nous nous limitons au cas de l’écoulement bidimensionnel plan permanent en 
l’absence de forces extérieures de volume. Dans ces conditions les équations générales 




∂y  0  
U ∂U∂x  V
∂U
∂y  −





U ∂V∂x  V
∂V
∂y  −






2.3.1 Configuration de couche limite. 
Il s’agit d’envisager la simplification des équations précédentes sous les 
hypothèses suivantes : 
• Grand Nombre de Reynolds global  
• Géométrie d’écoulement particulière avec aplatissement suivant la direction 
normale à l’advection. 
• Facteur d’aplatissement fonction du nombre de Reynolds global. 
Convenant de prendre l’axe des x  pour direction privilégiée de l’advection, nous 
traduisons mathématiquement les hypothèses précédentes par les relations suivantes : 
y
x ≈ Re et VU ≈ 
′Re
 
où ε  et ε ′  sont deux "infiniment" petits, fonctions du nombre de "Reynolds" global 
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Pour cela, nous particularisons les expressions de ces quantités aux fonctions 
puissances suivantes : 
Re  Re−m ,m  0 et ′Re  Re−n ,n  0
 
de sorte que les seuls exposants m et n  fixent l’ordre des infiniment petits. 
2.3.2 Forme adimensionnelle des équations locales. 
Nous désignons par L  l’échelle de longueur caractéristique de l’advection telle 
que, par définition ,∼Lx  et par ∞U  celle de vitesse, telle que .∼ ∞UU  Nous 
introduisons les grandeurs adimensionnelles suivantes : 
x ∗  x/L U∗  U/U
y∗  y/L  Rem  y/L V∗  V/′U  Ren  V/U
 
On aura soin de noter qu’en raison de la distorsion d’échelles introduite sur y  et ,V  
les grandeurs étoilées figurant dans les expressions précédentes sont toutes de même 
ordre  1.  Pour la pression, on supposera qu’il en est de même pour la grandeur 
normée par 2∞Uρ  et l’on posera ainsi : 
1/ 2  ∼= ∞∗ UPP ρ  
Après substitution dans les équations de "Navier-Stokes" on obtient : 
∂U∗
∂x ∗  Re
m−n  ∂V∗∂y∗  0  
U∗ ∂U∗∂x ∗  Re
m−n  V∗ ∂U∗∂y∗  −
∂P∗
∂x ∗  Re
2m−1  ∂2U∗∂y∗2  
U∗ ∂V∗∂x ∗  Re
m−n  V∗ ∂V∗∂y∗  −Re
mn ∂P∗
∂y∗  Re




t n > 0  > 
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2.3.3 Hypothèses et modèle de "Prandtl". 
A grand nombre de Reynolds le système d’équations (2.21) peut se simplifier. 
Notons en premier lieu que, pour éviter toute dégénérescence physiquement 
inacceptable, il convient d’imposer nm = . En effet, dans le cas contraire, l’équation 
de continuité donnerait pour ∞→Re  soit ( )0/ =∂∂ xU , soit ( )0/ =∂∂ yV  selon le 
signe de la différence )( nm . L’une comme l’autre de ces simplifications n’est pas 
représentative de la réalité physique.  
On obtient ainsi les hypothèses de Prandtl : 
• Dans la région de couche limite les distorsions géométriques et cinématiques 
sont de même ordre : 
y
x  VU  
• Pour le bilan de quantité de mouvement longitudinale, les forces d’inertie, de 
pression et de viscosité sont de même ordre dans la région de couche limite. 
y
x  VU 
1
Re  
En conséquence directe des hypothèses précédentes et en revenant à une 
formulation dimensionnelle, les équations constitutives du modèle de Prandtl pour 





U ∂U∂x  V
∂U
∂y  −
1 ∂P∂x  
∂2U
∂y2
0  − 1 ∂P∂y 
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2.3.4 Couplage fluide parfait-couche limite. 
Notant par ( )xPE  la répartition de la pression en fluide parfait à la frontière de 
la couche limite, celle-ci "s’imprime" telle quelle sur toute l’épaisseur de la zone 
conduisant à la répartition ( )xPS  le long de la paroi solide. La solution interne se 
présente donc comme une correction du seul champ de vitesse, les deux projections de 
l’équation de la dynamique pouvant se regrouper sous la formulation unitaire 
suivante : 
U ∂U∂x  V
∂U
∂y  −
1 ∂PE∂x  
∂2U
∂y2  
En application du théorème de "Bernoulli" pour l’écoulement irrotationnel externe, on 






de sorte que l’équation de "Prandtl" peut encore s’écrire : 







2.4 Equations de couche limite thermique. 
2.4.1 Situation du problème. 
Nous abordons ici l’aspect thermique en situation de couche limite. En 
évolution isovolume, cette question perd beaucoup de son intérêt dans la mesure où le 
rôle de la température est réduit à celui d’un simple contaminant passif. Ce résultat 
provient directement du découplage des problèmes dynamique et thermique propre à 
cette situation. Nous abandonnerons provisoirement l’hypothèse de fluide 
incompressible au profit de celle d’un comportement thermodynamique de gaz parfait. 
Nous supposerons cependant que les propriétés physiques du fluide restent 
constantes. Les hypothèses de mouvement permanent, bidimensionnel plan seront 
(2.24)
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elles maintenues. Enfin les forces extérieures de volumes se réduiront aux seules forces 
de gravité. 




∂y  0  
U ∂U∂x  V
∂U
∂y  gx −













U ∂V∂x  V
∂V
∂y  gy −

























Où Φ  représente la fonction de dissipation mécanique égale ici à : 
  2 ∂U∂x
2  ∂V∂y
2











La question que nous nous proposons est d’examiner et de savoir si le concept de 
couche limite dynamique peut être étendu dans ce cas au transfert thermique afin 
d’envisager une simplification des équations précédentes analogue à celle du modèle 
de Prandtl pour l’évolution isovolume. 
2.4.2 Hypothèse fondamentale de couche limite thermique. 
Comme pour les phénomènes dynamiques, le concept de couche limite 
thermique est fondamentalement lié à l’existence d’une direction privilégiée du 
transport convectif de chaleur par rapport à celle du transfert thermique. Pour la 
couche limite dynamique, la condition de grand nombre de Reynolds est requise. En 
effet, la comparaison à même référence de longueur des phénomènes diffusifs 
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L’épaisseur caractéristique de diffusion thermique est .Pr/δδ ∝T  Or nous 
savons que Re/δδ ∝T  ce qui conduit bien à PeT /δδ ∝  où RePr×=Pe  est le 
nombre de "Peclet" de l’écoulement. 
Nous pouvons ainsi énoncer que : 
L’approximation de couche limite thermique assurant l’équivalence entre convection 
et diffusion ne peut s’envisager que pour des situations telles que : 
Pr  Re  1  
2.4.3 Analyse adimensionnelle : Equations générales de couche 
limite thermique. 
En nous appuyant sur l’analyse du cas isovolume, nous introduisons les variables 
adimensionnelles suivantes : 
x ∗  xL y
∗  yL Re U
∗  UU0 V
∗  VU0 Re
gx∗  gxg0 gy∗ 
gy
g0 P
∗  PP0 T
∗  TT0  
La référence de température (ou d’écart de température) est notée T0  et g0  
désigne la norme de l’accélération de la pesanteur, seule force à distance retenue. Par 
substitution dans les équations de la dynamique on obtient, compte tenu des résultats 
antérieurs : 
U∗ ∂U∗∂x ∗  V
∗ ∂U∗
∂y∗  Fr






U∗ ∂V∗∂x ∗  V
∗ ∂V∗
∂y∗  Fr
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On peut ainsi tirer trois séries de conclusions : 
• La distorsion d’échelles géométriques et cinématiques en Re  assure 
l’équivalence des termes d’inertie et de viscosité, comme dans le cas 
incompressible. On notera toutefois que le nombre de Reynolds global est défini 
maintenant en référence à la valeur locale de la masse volumique par : 
Re  U0L  
• La comparaison des différents termes de l’équation de la dynamique fait 
intervenir à présent les nombres de "Froude" et "d’Euler" respectivement 




et Eu  p0
U02  
• En l’absence de forces de gravité, l’hypothèse de grand nombre de Reynolds 
conduit à l’absence de gradient transversal de pression dans la couche limite 
)0/( ≈∂∂ yP . La comparaison des termes de gravité et de pression figurant dans 
l’équation en projection selon y  conduit, en fluide pesant, à énoncer la 
condition suivante : 
En présence de force de gravité, le gradient transversal de pression suit une loi 
hydrostatique dans la couche limite à condition que : 
Eu  Fr  1/ Re  
Comme dans le cas incompressible, la pression est alors une donnée du problème de 
couche limite fournie par la solution externe en fluide parfait.  
En appliquant le même traitement à l’équation de l’enthalpie, on obtient : 
U∗ ∂T∗∂x ∗  V
∗ ∂T∗
∂y∗  EuEc U
∗ ∂P∗






 Pr−1 ∂2T∗∂y∗2  
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Avec les hypothèses qui viennent d’être présentées et en revenant aux grandeurs 
dimensionnées, les équations locales de couche limite laminaire dynamique et 
thermique s’écrivent, en régime permanent et écoulement bidimensionnel plan de 





 U ∂U∂x  V
∂U


















      Couche limite de convection forcée en fluide incompressible. 
Ce cas correspond physiquement à des écoulements de faible vitesse en présence 
d’écarts de température suffisamment minimes pour pouvoir assimiler cette grandeur 
à un contaminant passif du bilan de quantité de mouvement (forces de gravité 























Le problème dynamique est évidemment celui de la situation isovolume 
antérieure, et le couplage avec l’équation de l’enthalpie se fait par l’intermédiaire du 
terme de dissipation. Il s’agit pour cette équation d’un terme source qui traduit un 
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Chapitre 3 : 
CALCUL DE COUCHE LIMITE  
DYNAMIQUE ISOVOLUME 
 
Dans ce chapitre nous calculons les propriétés essentielles de la couche limite 
dynamiques en utilisant la méthode de "Blasius" et la méthode "Intégrale" pour la 
résolution du modèle présenté au chapitre précédent, ensuite, nous étudions 
l’influence du contrôle sur le comportement de la couche limite en ayant recours à 
quelques procédés tels que le soufflage ou l’aspiration des fluides avec une vitesse 
uniforme ou linéairement variée. 
3.1 Solution de Blasius des équations de couche limite. 
3.1.1 Situation du problème et mise en équation. 
Nous étudierons la configuration la plus simple et qui fut historiquement la 
première application de la théorie de ''Prandtl''. C’est celle d’une couche limite sur 
une plaque plane, infiniment mince, de longueur L  et d’envergure w  disposée 
parallèlement à un écoulement uniforme de vitesse ∞U  d’un fluide visqueux )(ν  et 
non pesant. Le mouvement est supposé permanant et le rapport de forme ( )Lw /  tel 
qu’il autorise une approche bidimensionnelle plane. Enfin le nombre de ''Reynolds'' 
global ν/LU ∞  est pris suffisamment grand pour justifier les approximations de 
couche limite. 
En fluide parfait, l’obstacle se confondant avec une portion de ligne de courant, 
l’écoulement reste celui d’un champ de vitesse uniforme en tout point, de valeur ∞U  
auquel correspond bien évidemment un champ de pression constante. En application 
du théorème de ''Bernoulli'' le long de la plaque, on en déduit que .0/ =dxdPE  
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Comme le schématise la figure suivante (3.1), le caractère visqueux du fluide réel 
provoque une répartition transversale (profil) de vitesse s’accompagnant d’une 
déflection des lignes de courant (b). Ce sont ces caractéristiques qu’il s’agit de 












En application du modèle de ''Prandtl'' et puisque le gradient longitudinal de pression 











avec les conditions aux limites :  
Ux, 0  Vx, 0  0  
).(),( teCUxU ≡=∞ ∞  
La solution d’affinité correspond à une fonction de courant de la forme : 
  Ugxf  
Fig.3.1 : Couche limite sur une plaque plane à incidence nulle dans un courant uniforme 











(représentent l’effet de l’adhérence). 
(vitesse uniforme; pas de déformation de lignes de courant).
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où la variable η  est définie par ).(/ xgy=η  En observant que : 






on en déduit immédiatement que g/gx/ ′−=∂∂ ηη et ./1/ gy =∂∂η  Les composantes 
du vecteur vitesse s’obtient par : 











′ f ′ − f
 














La substitution de ces expressions dans l’équation de la dynamique, conduit après 
simplifications à la relation : 
U gg ′  −
f ′′′
ff "  
qui, en raison de la séparation des variables ne peut être satisfaite que pour : 
U gg′  Cte ≡ K −
f ′′′
ff "
 Cte ≡ K
 
Le choix de la constante 0≠K ; reste arbitraire et en suivant la proposition de 
''Blasius'' [04], nous prendrons .2/1=K  Le changement de variable est alors fixé par 
xUy νη /∞=  et l’équation différentielle résolvante du champ de vitesse devient : 
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Les conditions aux limites après transformation, imposent que : 
U  0  f ′  0
V  0  f ′ − f  0  f  0
f ′  1
 
Nous avons donc transformé le problème aux dérivées partielles initial en un 
problème différentiel ordinaire avec des conditions aux limites définies en deux points. 
La similitude des profils de vitesse est une propriété remarquable puisqu’une fonction 
unique détermine la forme de tous les profils. La solution analytique de cette équation 
n’est pas possible, c’est donc à travers une résolution numérique qu’on obtient la 
solution de notre problème. 
3.1.2 Méthodes de résolution du problème. 
Des méthodes très variées permettant la résolution numérique des équations de 
la couche limite. Si l’on s’intéresse seulement à des problèmes différentiels avec des 
conditions aux limites spécifiées en deux points, comme celui défini par l’équation 
(3.3) munie des conditions aux limites (3.4), les formules de type ''Runge-Kutta'' sont 
parmis les plus utilisées, elles sont faciles à programmer, en général stables, elles 
utilisent une largeur du pas peut être modifiée sans difficultés, en plus de ça la 
connaissance de la valeur initiale suffit à intégrer l’équation différentielle. Mais, elles 
demandent plus de temps de calcul que les autres méthodes de précision comparables. 
Si 'f,f et "f  sont tous connues dans une certaine position ( )iη , la formule de 
''Runge-Kutta'' du quatrième ordre est préférable à utiliser pour obtenir la solution à 
( )hηη ii +=1+  positions. Pour se préparer à l’utilisation de cette méthode, l’équation 








(à la paroi) 
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En appliquant les formules de ''Runge-Kutta'' pour chacune des équations 
précédentes, on obtient : 
Δ1 f i  hpi
Δ1pi  hqi
Δ1qi  − 12 hf iqi
Δ2 f i  h pi  12 Δ1pi
Δ2pi  h qi  12 Δ1qi
Δ2qi  − 12 h f i  12 Δ1 f i qi  12 Δ1qi
Δ3 f i  h pi  12 Δ2pi
Δ3pi  h qi  12 Δ2qi
Δ3qi  − 12 h f i  12 Δ2 f i qi  12 Δ2qi
Δ4 f i  h pi  12 Δ3pi
Δ4pi  h qi  12 Δ3qi
Δ4qi  − 12 h f i  12 Δ3 f i qi  12 Δ3qi
 
 
Finalement, les valeurs de 'f,f et "f sont calculées pour ( )1+iη  : 
f i1  f i  16 Δ1 f i  2Δ2 f i  2Δ3 f i  Δ4 f i 
pi1  pi  16 Δ1pi  2Δ2pi  2Δ3pi  Δ4pi 
qi1  qi  16 Δ1qi  2Δ2qi  2Δ3qi  Δ4qi   
Il faut noter que, l’intégration numérique des équations (3.5) ne peut pas 
démarrer pour la valeur de 0=η  parce que q  est inconnue en ce point. Les 
conditions aux limites (3.4) concernent seulement les valeurs de f et p ' pour 0=η . 
La résolution par la méthode de ''Runge-Kutta'', exige de démarrer avec la méthode 
de ''Moitie intervalle'' présentée sur la figure (3.2), pour fixer la valeur de q  à 
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0=η .La condition aux limites pour η  tend vers l’infini est inapplicable, on va 
limiter notre ordre d’intégration numérique à une valeur maximale .maxη  La 
condition : 1→′⇒∞→ fη , devient : 
max pour1 ηηε =≤− p  
Au début du calcul, on choisit une valeur arbitraire de 0q  avec une 
incrémentation positive 01q∆ . Pour les conditions 0== pf  et 0q  pour 0=η . Les 
équations (3.5) sont intégrées jusqu’à η  proche de maxη . La dernière valeur calculée 
de p  est notée maxp . Si ce point est inférieur à 1, on remplace 0q  par 010 qq ∆+  et on 






Si la valeur de maxp  est supérieur à 1, on prend                  pour inverser la 
direction et on remplace q0  par ( )020 qq ∆+ . On répète le calcul avec cette valeur 
négative jusqu’à ce que maxp  sera inférieur à 1 (figure 3.2). Puis on inverse la 







q  et en remplaçant 0q  par ( )030 qq ∆+  jusqu'à 
ce que la valeur de maxp  sera supérieure à 1 tant que 0q  est positive, ou maxp  sera 
inférieure à 1 lorsque q0  est négative. A la fin de chaque itération on calcul ( )max1 p−  
comme l’erreur indiquée sur la figure (3.2) et on vérifie si l’erreur est positive et aussi 
si elle est inférieure ou égale à la valeur 'estimée de epsilon. Quand les deux 
conditions précédentes sont vérifiées, la condition aux limites est satisfaite, et 
l’itération est terminée. 











Δ2q0  Δ1q02  
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3.1.3 Présentation de l’organigramme de calcul. 

































 Le test de convergence 
ETAMAXIETA )( >0 
 
Fig.3.3 : Organigramme de résolution de l’équation de "Blasius" pour une 




Initialisation de : F , P , Q , 0Q , ETA . 
Calcul des fonctions : )1+(IF , )1+(IP , 
)1+(IQ  par la méthode de Runge-Kutta. 
I=I+1 
 Lecture des données : ETAMAX , H,  
Epsilon, 0Q , 0∆Q . 
 P(I) >1 et ∆ Q0>0 
ou 
P(I)<1, ∆ Q0 <0 




Calcul de l’erreur ))(1=( IPerreur  
 erreur >0, et  erreur ≤ ε  
Calcul des composantes adimensionnelles 
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3.1.4 Evaluation de la couche limite dynamique. 
La détermination des fonctions 'f,f  et "f  permet le calcul de toutes les 
caractéristiques de la couche limite. La fonction )(ηf  et sa dérivée seconde "f ( )η  






fonction de η  sont représentées sur la figure (3.4). On note que 'f  varie de façon 
presque linéaire au voisinage de 0=η , puis tend asymptotiquement vers 1 lorsque η  
augmente et tend vers maxη . Pour 5=η , 'f ( )η =0.99 et en ce point EU.U 990= . 








La composante normale du vecteur vitesse peut être déduite en fonction de )(η  à 
l’aide de : 



















Fig.3.4 : Distribution des vitesses dans la couche 
limite dynamique le long d’une plaque plane. 
Fig.3.5 : Les fonctions de Blasius, f et ".f  
(3.7)
  y Rex /x  y Rex /x
5
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1/2  VUE Rex 
1/2  12 f
′ − f
 
en fonction de ,  on constate que cette fonction tend vers une valeur constante égale 
à 0.860 lorsque  → .  Ainsi sur la frontière de la couche limite, la vitesse 
transversale garde une valeur non nulle telle que : 
VE  0.860 UERex 1/2  
L’augmentation de l’épaisseur de la couche limite induit un déplacement du fluide 
dans la direction transversale. 
3.1.4.1 Evaluation des épaisseurs intégrales. 




1 − UEUE dy  




1 − UUE dy  
Pour calculer cette intégrale, on peut introduire la variable réduite : 
  y UEx
1/2  yx Rex 1/2
 
on obtient : 
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L’épaisseur de déplacement s’écrit donc : 
1  1.720 xRex 1/2  














1 − UUE dy  
L’introduction de la variable réduite η  conduit à : 




f ′ 1 − f ′ d
 
L’intégration analytique de cette expression donne : 
2  2xRe1/2 f "0  
Le calcul numérique donne "f ( ) 33200 .=  et par conséquent : 
2  0.664 xRex 1/2  
Le facteur de forme se déduit immédiatement des expressions (3.9) et (3.10) : 
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3.1.4.2 Evaluation de la contrainte pariétale et du coefficient de 
frottement. 
La contrainte pariétale est donnée par : 
p   ∂U∂y y0  
En utilisant la variable adimensionnelle η , la contrainte pariétale devient : 




Comme ∞=UU 'f ( )η , on trouve : 
p  U Rex 
1/2
x f "0  
Le coefficient de frottement local défini par ( ) )Uρ//(τC pf 2∞21=  s’exprime sous la 
forme :  
Cf  2f "0Rex 1/2
 0.664Rex 1/2  
3.1.4.3 Evaluation de la traînée pariétale et du coefficient de traînée. 





L’intégration de (3.12) conduit à : 
D  2Uf "0 UL
1/2
 
Le coefficient de traînée est donnée par : 
CD  4f "0UL/1/2
 1.328ReL 1/2  
(3.12)
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3.2 Solution par la méthode intégrale des équations de la 
couche limite. 
La résolution des équations locales de couche limite sous l’hypothèse d’affinité 
[04] n’est pas toujours possible, nous allons donc présenter une méthode de calcul 
susceptible de s’appliquer avec ou sans cette hypothèse. Elle repose sur l’emploi de 




2 2   p  
Cette équation à été obtenue à partir de l’intégration de l’équation de la couche 




U ∂U∂x  V
∂U
∂y dy  0

UE ∂UE∂x dy 
1 0
 ∂
∂y dy  














U ∂U∂x dy  




∂y  0 V  −0
 ∂U





V ∂U∂y dy  −UE 0
 ∂U
∂x dy  0

U ∂U∂x dy  
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dx UUE − U
2 dy  
0











UE dUEdx  0

1 − UUE dy
 
Il suffit d’introduire les définitions des épaisseurs 1δ  et 2δ  pour aboutir à 
l’équation de "Von Kármán" (3.13). La méthode de résolution de cette équation 
repose sur les  étapes suivantes : 
1. Choix d’un profil de vitesse adimensionnel ( ) )δ/y(fU/U E = . 
2. Prescription des conditions aux limites. 
3. Etablissement des expressions de ( ) ( )xδxδ 21 ,  et pτ  en fonction de ( )xδ . 
4. Substitution dans l’équation de "Von Kármán" et résolution pour une seule 
inconnue principale ( )δ x . 
Nous reprenons la configuration de l’écoulement sur la plaque plane de "Blasius" 
afin de comparer les résultats issus des calculs par la méthode intégrale à ceux 
obtenus par résolution "exacte" des équations locales.  
Les conditions aux limites sont : 
y  0 Ux, 0  0, Vx, 0  0,
y   Ux,  UEx, ∂Ux,∂y  0
 
avec ∞=)( UxU E (vitesse de l’écoulement extérieur à la couche limite). 
D’autre part, l’équation de la quantité de mouvement s’écrit, à l’intérieur de la 
couche limite, sous la forme : 





(3.14)(adhérence à la paroi). 
(à la frontière avec l’écoulement libre).
(3.15)
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Si on applique cette équation en 0=y , on obtient : 
Ux, 0 ∂U∂x y0  Vx, 0
∂U
∂y y0
  ∂2U∂y2 y0  





Pour notre cas, la courbure du profil de vitesse est nulle à la paroi. On peut 
utiliser un profil de vitesse de type polynomial de troisième ordre : 
Uy  a0  a1y  a2y2  a3y3  
Les dérivées première et seconde de ce profil sont respectivement : 
∂U
∂y  a1  2a2y  3a3y
2
∂2U
∂y2  2a2  6a3y
 
Des conditions (3.14) on a : 0=)0,(xU  donne immédiatement .0=0a  et 
( )
0=
22 ∂/∂ yyU  donne 0=2a . 










On déduit facilement : 
a1  32
UE
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1 − UUE dy  









l’épaisseur de quantité de mouvement 2δ  s’écrit : 








En substituant (3.17) dans cette expression, on obtient : 
2  39280   
Exprimons )/ 2( Ep Uρτ  à l’aide du profil de vitesse (3.17) : 
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Comme l’épaisseur de la couche limite est nulle au bord d’attaque, 0=δ  en 0=x , 






x  4.63 UEx
1/2
 4.63Rex 1/2  
Cette expression détermine complètement le profil de vitesse (3.17), l’épaisseur de 
quantité de mouvement 2δ , la contrainte pariétale et le rapport (
2
Ep U/ ρτ ) (3.19). 
















Ces expressions sont très proches des relations exactes. La comparaison des 
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résultats obtenus avec cette formulation est présentée dans le tableau (3.1), en 
référence aux valeurs de la "solution exacte" de Blasius. 











 H  xfC Re  
Méthode 
intégrale 
4.63 1.73 0.644 2.68 0.644 
Blasius 5.00 1.716 0.664 2.59 0.664 
 
Commentaire. 
On peut donc obtenir à l’aide de cette méthode approchée la plupart des 
résultats utiles en pratique, et ceci sans avoir à déterminer de façon exacte la forme 
du profil de vitesse. 
Le choix du profil de vitesse est en fait arbitraire, pour d’autres types de 
polynômes de degré plus au moins élevé, on pourra se reporter à l’ouvrage de 
"Candel" [03], qui montre que le résultat n’est pas sensiblement influencé par le profil 
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3.3 Contrôle actif de la couche limite dynamique. 
Il existe en général plusieurs techniques, qui ont été développées, pour le contrôle 
artificiel du comportement de la couche limite le long d’un corps. Parmi ces 
techniques, le soufflage ou l’aspiration d’un fluide par la surface du corps qui conduit 
au changement de la structure de la couche limite. 
3.3.1 Aspiration et soufflage avec une vitesse uniforme. 
L’écoulement de la couche limite en présence de l’aspiration ou du soufflage peut 
devenir auto similaire si la vitesse est uniformément distribuée. 
On se propose d’étudier la couche limite sur une plaque plane avec aspiration ou 
soufflage du fluide avec une vitesse uniforme 0V , en l’absence du gradient de pression 
(figure 3.6). 
Les équations de la couche limite dans se cas sont : 
dV0
dy  0










 Fig.3.6 : Contrôle actif avec une vitesse uniforme 0V  d’une couche limite dynamique   sur 
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On a : 
V0  − ∂dx 
1
2 f
′ − f Ux  
puisque la composante U  de vitesse est nulle au niveau )0=(η  : 
U  0 UU  f
′  0
 
on obtient : 





 − 12 f
1
Rex  
Le rapport entre la vitesse de l’aspiration ou de soufflage et ∞U doit être petit pour 





D’après l’équation (3.18), on peut déduire la valeur de f  : 
f  0.2  
f  est positive pour le cas de l’aspiration et négative pour le cas du soufflage. En 
injectant cette valeur dans les conditions aux limites (3.4), elles deviennent : 
U  0  f ′  0




Ensuite, on calcule la fonction f  et ses deux dérivées, 'f  et "f  pour les deux 
procédés de contrôle. 
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Tab.3.2 : Comparaison des caractéristiques de la couche limite dynamique en absence et en 




δ xRe  
x
δ xRe1  
x
δ xRe2  H  xfC Re  LDC Re
Aspiration 4.6 1.53 0.81224 1.885 0.81224 1.6245 
Sans contrôle 5 1.72 0.66411 2.59 0.66411 1.328 
Soufflage 5.4 1.96 0.52327 3.74 0.52327 1.0465 
 
3.3.1 Aspiration et soufflage avec un profil linéaire de vitesse.  
soit le profil suivant (figure 3.7) : 
baxV +=  
avec les conditions aux limites : 
V0  0
Vx  L  V0
 




V 0=  
On détermine les valeurs de la vitesse en plusieurs points de la plaque, ensuite on 
calcule, pour chaqu’une de ces valeurs, la fonction f  et on l’injecte sa valeur dans les 
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La résolution de l’équation de Blasius avec ces nouvelles conditions nous a 
permis de déterminer les valeurs de f , 'f  et "f  pour chaque valeur de vitesse, on 
interpole ces résultats afin de déterminer les différentes caractéristiques de la couche 
limite pour ce type de contrôle.  
Tab.3.3 : Comparaison des caractéristiques de la couche limite dynamique en absence          
et en présence du contrôle avec un profil de vitesse linéaire. 
 








 xfC Re  








Sans contrôle 5 1.71672 0.66411 0.66411 












Fig.3.7 : Soufflage avec un profil de vitesse linéaire d’une couche limite 
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3.4 Résultats et commentaires. 
3.4.1 Représentation graphique des résultats. 




3.4.1.2 Epaisseur de déplacement. 
 Fig.3.9 : Influence du contrôle actif sur l’épaisseur de déplacement 1δ  en couche 
limite sur une plaque plane à zéro incidence. 
 
Fig.3.8 : Influence du contrôle actif sur l’épaisseur conventionnelle de la couche limite 
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3.4.1.3 Epaisseur de quantité de mouvement. 
 
 
3.4.1.4 Coefficient de frottement. 
 
 
Fig.3.10 : Influence du contrôle actif sur l’épaisseur de quantité de mouvement 2δ  en 
couche limite sur une plaque plane à zéro incidence. 
Fig.3.11 : Influence du contrôle actif sur le coefficient de frottement en couche limite 








C f  
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3.4.2 Commentaires et analyse des résultats. 
La résolution de l’équation de la couche limite dynamique en variable réduite a 
permis de représenter les différentes caractéristiques de l’écoulement visqueux au 
voisinage de la paroi solide. 
L’épaisseur conventionnelle δ,  représentée sur la figure (3.8), reflète le bon sens 
d’évolution et délimite clairement la zone où les effets visqueux sont prépondérants. 
Les figures (3.9),(3.10) montrent dans leur ensemble, que les épaisseurs de 
déplacement et de quantité de mouvement possèdent la même allure que celle de 
l’épaisseur de la couche limite. 
Quant à la courbe représentative du coefficient de frottement fC  figure (3.11), 
elle montre la dépendance du frottement et de l’abscisse x , autrement dit plus qu’on 
s’éloigne en aval du bord d’attaque, plus l’effet de frottement s’amortit. 
Il est important de noter que les différents procédés de contrôle actif ont une 
grande influence sur les différentes caractéristiques de la couche limite laminaire. Le 
soufflage (uniforme ou linéaire) a déplacé l’épaisseur δ  vers le haut, ce qui provoque 
une diminution dans la valeur du coefficient de frottement fC , et induit un 
déplacement de la courbe de ce dernier vers le bas relativement à celle de la plaque 
sans contrôle. 
L’épaisseur de déplacement est aussi influencée par le contrôle actif de la même 
manière que l’épaisseur de la couche limite, par contre, l’épaisseur de quantité de 
mouvement représentée sur la figure (3.10) possède un comportement contraire 
relativement à celui de δ  et δ1 . Ce qui traduit la dépendance étroite entre le déficit 
de quantité de mouvement et de type de contrôle. 
Par contre, un comportement tout à fait contraire a été remarqué dans le cas 
d’une aspiration (uniforme ou linéaire). 
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On conclut que, les procédés de contrôle actif ont une grande influence sur les 
différentes caractéristiques de la couche limite dynamique. 
Le soufflage fait augmenter l’épaisseur conventionnelle de la couche limite 
dynamique et l’épaisseur de déplacement, par contre il fait diminue le coefficient de 
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Chapitre 4 : 
CALCUL DE LA COUCHE LIMITE 
THERMIQUE EN CONVECTION FORCÉE 
 
4.1 Présentation du problème. 
Le champ des vitesses étant connu. Nous nous intéressons au transfert de 
chaleur entre une plaque plane et un fluide en mouvement uniforme parallèle à la 
plaque à l’infini amant. L’influence des forces de flottabilité est négligeable, ce qui 
signifie que la mise en mouvement du fluide résulte de l’action des forces extérieures à 
l’échange de chaleur, on parle alors de convection forcée. 
Nous allons examiner divers cas : celui d’une paroi isotherme (température de 
paroi imposée constante), adiabatique (flux de chaleur pariétal nul), et en fin avec 
flux de chaleur, en convection forcée à grande et basse vitesses. 
Dans certains cas on va résoudre le problème numériquement, puis 
analytiquement afin de comparer les résultats obtenus à l’aide de la méthode 
numérique. L’écoulement du fluide est permanent, bidimensionnel plan et le fluide est 
à propriétés physiques constantes. 
4.2 Mise en équation. 
La situation que nous envisageons vérifie les hypothèses suivantes : 
H1 : évolution isovolume ; 
H2 : forces de flottabilité négligeables, soit 1ReGr <<2/  de sorte que le transfert 
par convection naturelle peut être négligé ; 
H3 : le nombre d’Eckert n’est plus négligeable devant le nombre de Reynolds. 
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Les conditions aux limites associées au modèle précédent sont : 
à y  0 : U  V  0
∂T
∂y  0
T  Cte  TP
∂T
∂y  Cte
à y →  : U  U T  T  
En raison du découplage des problèmes dynamique et thermique, le système 
formé des deux premières équations peut être résolu séparément de la dernière 
équation. On reconnaît les équations du problème de "Blasius" qui admet une 
solution affine telle que : 






avec xν/Uyη ∞= , la fonction )(ηf  étant solution de l’équation différentielle (3.3) 










(paroi avec flux de chaleur) 
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En prolongeant l’hypothèse d’affinité au champ de température, on se propose 
de chercher sa solution sous la forme adimensionnelle suivante : 
  Tx,y − T
U2/2Cp
 
Si l’on porte, dans l’équation (4.3), les expressions (3.2) de U  et de V  et celles 
des dérivées de T  tirées de l’expression (4.6), on arrive aisément à une relation 
simple, où ils ne figurent que des fonctions de la variable η  : 
 ′′  12 Pr f 
′  2Pr f "2  0
 
L’équation (4.7) montre que le champ de température et aussi auto similaire. 
Le nombre de "Prandtl" est constant puisque les propriétés physiques du fluide 
sont supposées constantes. Les conditions aux limites deviennent : 
à   0 : f  f ′  0
∂
∂  0
  Cte  TP
∂
∂  Cte
à  →  : f ′  1   0  
Seule la condition à 0=η  change avec le type de paroi. La condition à ∞=η , 
est maintenue constante pour tous types de paroi. Nous avons donc un problème aux 
conditions aux limites, gouverné par une équation différentielle de second ordre, dont 
les coefficients contiennent les fonctions f  et ".f  
Puisque ∞,→η  on prend la valeur maximale de η  de sorte que la condition 
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4.3 Méthode de résolution. 
Considérons la résolution numérique de l’équation différentielle du second ordre 
de type : 
d2F
dx 2
 Ax dFdx  BxF  Dx  
Nous résolvons cette équation, et nous verrons que la résolution de ce problème 
se ramène à la résolution d’un système d’équations linéaires à matrice tridiagonale. Le 
problème est reformulé comme un ensemble d’équations différentielles, chacune 
d’ordre inférieur à deux, en utilisant les formules de différences centrées d’ordre 
deux :  
F i′  12h F i1 − F i−1
F i"  1h2 F i1 − 2F i  F i−1
 
L’équation (4.11), s’écrit en ixx =  pour ni ,.....,,, 321=  comme suit : 
1 − h2 Ai F i−1  −2  h




Ci1F i−1  Ci2F i  Ci3F i1  Ci4  
avec : 
Ci1  1 − h2 Ai
Ci2  −2  h2Bi
Ci3  1  h2 Ai
Ci4  h2Di
 
Ecrivant l’équation (4.12) pour ,n,.....,,,i 321=  on aura un système de n  équations à 
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En effet, les équations aux nœuds respectifs 1 et n  s’écrivent : 
C11F0  C12F1  C13F2  C14
Cn1Fn−1  Cn2Fn  Cn3Fn1  Cn4
 
En introduisant les conditions aux limites; on aboutit à un système formé par 
une matrice tridiagonale. Sa résolution est rapide même pour des systèmes de grande 
taille. La méthode d’élimination de Gauss est particulièrement bien adaptée à ce type 
de problème. 
4.4 Convection forcée à grande vitesse. 
Dans cette situation, la vitesse de l’écoulement externe induit, par arrêt du 
fluide sur l’obstacle, un apport de chaleur en volume, par dissipation visqueuse. Pour 
autant, la variation de vitesse est supposée rester limitée à des valeurs telles que la 
compressibilité du fluide n’ait pas lieu d’intervenir.  
Nous posons le problème avec ses trois variantes ; c’est-à-dire, pour une 
condition à la limite adiabatique, isotherme, et flux de chaleur constant à la paroi. 





0x  x  nx1+ix 1+nx  ix
0
1x  
Fig.4.1 : Solution numérique du problème ordinaire avec conditions aux limites [05]. 
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4.4.1 Solution en paroi adiabatique. 
Nous supposerons que : 
• Le terme de l’équation (4.3) dû à la dissipation de l’énergie n’est plus négligé : 
il y a échauffement cinétique. 
• La plaque est en matériau parfaitement isolant et son facteur d’émission est 







Dans ces conditions, on retrouve l’équation (4.3) : 














avec les conditions aux limites thermique suivantes : 
y  0 : ∂T∂y p
 0
y   : T  T
 
A cause de la chaleur dissipée dans la couche limite, la plaque va prendre, en 













Fig.4.2 : Distribution de températures sur une couche limite thermique le long d’une plaque 
plane adiabatique. 
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Puisque, dans le cas de la plaque plane, la température et la vitesse de 
l’écoulement libre sont en tout point les mêmes et égales respectivement à ∞T  et à 
∞U , l’échauffement local d’arrêt est en tout point égal à : 
ΔT0  T0 − T  U
2
2Cp  
Le facteur thermique pariétal ne dépend donc que de la température pariétale de 
frottement : 
r  ΔTfΔT0 
Tf − T
T0 − T  
nous considérons ici la même variable adimensionnelle θ  telle que : 
  Tx,y − T
U2/2Cp
 
On remarque que, à la paroi, la température ),( yxT  appelée la température pariétale 
de frottement fT  et la valeur de θ  est alors égale au facteur thermique pariétal : 
r  p  
Donc l’équation qui gouverne ce problème est l’équation (4.7) : 
 ′′  12 Pr f 
′  2Pr f "2  0
 
avec les conditions aux limites : 
  0 f  f ′  0 ∂∂  0
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4.4.1.1 Solution analytique. 
L’équation (4.22) s’intègre par la méthode de variation des constantes : 
-Equation homogène : 
 ′′  12 Pr f 
′  0
 
L’équation (4.25) peut se mettre sous la forme : 
 ′′
 ′  −Pr
f
2  
Or la fonction )(ηf  étant solution de l’équation différentielle de Blasius 
( )0=+′′′2 "fff  il vient encore : 
 ′′
 ′  −Pr
f ′′′
f ′′  
L’intégration de l’équation (4.27) donne : 
 ′ k1 f " Pr  
-Variation des constantes : 
On considère 1k  comme une variable, puis on dérive l’équation (4.28), ce qui 
donne : 
" k1 Pr f " Pr −1 f ′′′k1′ f " Pr  
Si nous introduisons les équations (4.28) et (4.29) dans l’équation (4.22), nous 
obtenons après simplifications : 
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qui peut s’écrire aussi : 
k1′  −2Pr f " 2−Pr  






Remplaçons 1k  par sa valeur dans l’équation (4.28) : 









f "  Pr 
0

f "  2−Prd d
 
En particulier, pour 1=Pr , la fonction θ  est égale à : 
Pr1 1 − f ′2  
La valeur que prend la fonction θ  pour 0=η , conduit à l’expression du facteur 
thermique pariétal, lequel dépend du nombre de "Prandtl" : 
r  p 2Pr 
0

f "  Pr 
0

f "  2−Prd d  BPr
 
D’après (4.33), pour 1=Pr , le facteur thermique pariétal est égale à 1, il est supérieur 
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4.4.1.2 Solution numérique. 
La comparaison de l’équation (4.22) avec l’équation différentielle standard (4.11) 
donne, fA Pr= 2
1 , ,0B =  et .′′Pr2= 2fD   
Les valeurs de A , B , et D  connues à iη  nous permettent d’évaluer les 
coefficients Ci1 ,Ci2 ,Ci3  et Ci4  de l’équation (4.13) : 
Ci1  1 − h4 Pr f i
Ci2  −2
Ci3  1  h4 Pr f i
Ci4  −2h2 Pr f i"
 
L’équation au nœud n  s’écrit, pour la variable adimensionnelle θ  : 
Cn1n−1  Cn2n  Cn3n1  Cn4  
Comme la valeur de 1+nθ  est connue de la condition aux limites pour max= ηη , 
l’équation (4.36) devient : 
Cn1n−1  Cn2n  Cn4 − Cn3n1  
alors, on remplace le coefficient 4nC , par )( 1+34 nnn θCC , puis on élimine le coefficient 
)( 3nC  de 1+nθ , cette modification peut s’exprimer sous la forme : 
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Où ,0=1+nθ  (d’après la condition aux limites thermique (4.24)). 
L’équation (4.11), s’écrit en remplaçant la fonction      par θ  : 
C110  C121  C132  C14  
0θ  est un point fictif, sa valeur est liée aux points intérieurs par la condition aux 
limites à 0=η . 
Si on remplace ( )ηθ ∂/∂  par sa valeur dans la formule de différences centrées au nœud 
1, on obtient : 
1′  12h 2 − 0   0  
c’est-à-dire :  
Remplaçant 0θ  par sa valeur dans l’équation (4.39), nous obtenons : 
C121  C13  C13 2  C14  
donc les coefficients 11C  et 13C  deviennent : 
C13 ← C13  C11
C11 ← 0
 
Après la modification des coefficients 4nC , 3nC , 13C  et 11C , selon (4.37), (4.38), 
(4.40) et (4.41), le système (4.12) peut s’écrire sous forme matricielle, comme suit : 
C12 C13 0 . . 0 0 0
C21 C22 C23 . . 0 0 0
0 C31 C32 C33 . 0 0 0
. . . . . . . .
. . . . . . . .
0 0 0 0 . Cn−1,1 Cn−1,2 Cn−1,3
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La résolution du système (4.42) peut être effectuée à l’aide de la méthode 
d’élimination de Gauss. Elle peut être présentée sous forme d’une subroutine nommée 
"TRID", selon les étapes suivantes : 
On multiplie la deuxième équation du système (4.42) par 12C  et la première par 
21C , puis on prend la différence entre les deux équations pour éliminer 1θ , l’équation 
résultante sera : 
C22C12 − C21C13 2  C23C123  C24C12 − C21C14   
Dans cette équation, si on appelle le coefficient de 2θ  par 22C , et celle de 3θ  par 
23C  et le membre droit par 24C , l’équation (4.43) devient : 
C222  C233  C24  
Si cette équation remplace la deuxième équation du système (4.43), sa forme ne 
va pas changée sauf  21C  qui devient nul. On répète la même technique entre la 
nouvelle seconde équation et la troisième, le même processus est répété jusqu’à ce que 
- ,nC 1 1  est éliminé. 
Le processus d’élimination est achevé par les coefficients : 
Ci2 ← Ci2Ci−1,2 − Ci1Ci−1,3
Ci3 ← Ci3Ci−1,2
Ci4 ← Ci4Ci−1,2 − Ci1Ci−1,4
i  2,3, . . . .n − 1
 
donc toutes les équations de (4.42) sont de forme simple et ayant deux termes à la 
gauche. La valeur de nθ  peut être trouver immédiatement par résolution de la 
dernière équation de (4.42) : 
n Cn4Cn−1,2 − Cn1Cn−1,4Cn2Cn−1,2 − Cn1Cn−1,3  
les autres inconnues peuvent être calculées à l’aide des formules de récurrence : 
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L’organigramme (4.3) résume les étapes de calcul de nθθθ ,...,, 21 . On considère 
















 Fig.4.3 : Organigramme de résolution de l’équation de chaleur. 
Début
Lecture des données : 1NP,N),KPr(,H . 
Initialisation de : .Q,P,F,ETA  
Résolution de l’équation différentielle de 
Blasius par la méthode de Runge-Kutta. 
1=K
Calcul des coefficients )3,I(C),2,I(C),1,I(C et )4,I(C  
de l’équation différentielle de chaleur. 
Tridiagonalisation du système d’équation par la méthode 
d’élimination de Gauss, et calcul des températures 
adimensionnelles à l’aide des formules de récurrence. 
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La figure (4.4), présente la distribution de température dans une couche limite 
thermique sur une plaque plane adiabatique, en convection forcée à grande vitesse. 
 
 
4.4.2 Solution en paroi isotherme. 
Dans ce cas, la plaque est maintenue en tout point à une température pT  






Fig.4.4 : Distribution de température en couche limite sur une plaque plane adiabatique 




Fig.4.5 : Distribution de température sur une couche limite thermique le long 
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Dans ces conditions, l’équation d’énergie reste la même : 
 ′′  12 Pr f 
′  2Pr f "2  0
 
On choisit comme valeur de température à la paroi pT  : 
Tp  T  U
2
2Cp  
avec les conditions aux limites transformées : 
  0 f  f ′  0   1
   f ′  1   0
 
Les coefficients Ci1 ,Ci2 ,Ci3  et Ci4  restent les mêmes, d’après les conditions aux 
limites (4.47) et (4.48). Les valeurs de 0θ  et 1+nθ  sont connues, donc les équations 
(4.14) et (4.15) peuvent s’écrirent, pour la variable adimensionnelle )(ηθ  comme 
suit : 
C121  C132  C14 − C110
Cn1n−1  Cn2n  Cn4 − Cn3n1
 
d’après l’équation (4.49), les coefficients 14C  et 11C  deviennent : 
C14 ← C14 − C110
C11 ← 0
 
et d’après l’équation (4.50), les coefficients 4nC  et 3nC  deviennent : 
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Nous introduisons ces nouveaux coefficients dans le système (4.42), puis on 
refait les mêmes étapes pour calculer nθθθ ,...,, 21 . La figure (4.6) présente la 
distribution de température dans une couche limite sur plaque plane maintenue à 
température constante en tenant compte de l’effet de dissipation visqueuse, pour 
divers milieux fluides. 
 
 
4.4.3 Solution en paroi avec flux de chaleur constant. 
Dans ce cas, l’équation (4.7) reste la même, les conditions aux limites deviennent : 
  0 f  f ′  0 ∂∂ P
 Cte  0
   f ′  1   0
 
 
Pour déterminer la valeur de flux à la paroi, on reprend la même variable 
Fig.4.6 : Distribution de température en couche limite sur une plaque plane   
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adimensionnelle )(ηθ  telle que : 
  Tx,y − T
U2
2Cp  
On sait que la densité de flux de chaleur à la paroi se traduit par la relation : 
px  − ∂T∂y p  
 










                     
  y Ux
1/2




1/2  1x Rex1/2 .  








px  kTp − T   














 ; le nombre de "Nusselt" est fonction du nombre de "Prandtl" et du nombre 
de "Reynolds", selon [16] on a : 
Nux  0.453Pr 1/3 Re1/2 Pr  0.6  
∂T
∂y p  
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Pour des valeurs de "Prandtl" supérieurs ou égales à 0.6 le flux de chaleur pariétal est 





Comme on a pas d’informations sur la distribution du nombre de "Nusselt" pour 
(Pr<0.6), pour cela, on fait recours à la détermination du gradient de température 
adimensionnelle à partir de la résolution de l’équation phénoménologique générale 
traitée au paragraphe (4.4.1.1), ce qui conduit à l’équation (4.31) : 





L’intégration analytique de (4.57) est difficile, on utilise la formule de "Trapèze" 
pour l’approximation de cette intégrale. On sait que : 

a
b xdx ≃ b − a2n a  2∑
i1
n−1
a  i b − an   b
 







Appliquons la formule de "Trapèze" pour calculer l’intégrale nA , soit : n  10 : 




f " 2−Pri max10   f "
2−Prmax
 
On a :                        , et              , ce qui donne : 








f " 2−Prmax  0  max  10
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 −2Pr f "Pr0An
 





Cette relation va nous permettre de connaître la valeur du flux pariétal pour 
n’importe quel nombre de "Prandtl". En injectant la valeur de flux dans les 
conditions aux limites (4.51), on obtient : 
  0 f  f ′  0 ∂∂ p
 −2PrAn0.332Pr
 
si on applique la formule des différences centrées au nœud 1, nous arrivons à la 
relation suivante : 
1′  12h 2 − 0   −2PrAn0.332
Pr
 
on a donc : 
2 − 0  −4hPrAn0.332Pr  
En multipliant cette équation par 11C  : 
−C110  C112  −4hPrAn0.332PrC11
C110  C121  C132  C14
 
sa combinaison avec l’équation (4.39), nous donne : 
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avec cette nouvelle équation, les coefficients 13C , 14C , et 11C  seront remplacés comme 
suit : 
C13 ← C13  C11
C14 ← C14 − 4hPrAn0.332PrC11
C11 ← 0
 
la condition à )=( maxηη  reste valable, alors les coefficients 4nC  et 3nC  s’écrivent 




On introduit ces nouveaux coefficients ( 13C , 14C , 11C , 4nC  et 3nC ) dans le 
système (4.42) ensuit on résout par la méthode d’élimination de Gauss. Les résultats 
obtenus pour ces conditions sont présentés sur la figure (4.7) pour divers nombres de 
"Prandtl". 
 Fig.4.7 : Distribution de température en couche limite sur une plaque plane avec un flux de 
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4.5 Convection forcée isovolume à basse vitesse. 
Dans cette application, nous supposons que la dissipation par viscosité, 
résultant de l’arrêt du fluide sur la plaque, dégage une quantité de chaleur 
négligeable, ce qui est le cas pour des valeurs modérées de la vitesse de l’écoulement 
externe. 
Sous les hypothèses caractérisant cette configuration de couche limite 
thermique, la solution du problème pour une condition de paroi adiabatique (flux de 
chaleur pariétal nul) est triviale et s’obtient avec une température de plaque égale à 
celle du fluide à l’infini, car les variations de température ne sont dues qu’à 
l’échauffement cinétique, c’est pourquoi, nous examinerons deux cas; celui d’une paroi 
isotherme et celui avec flux de chaleur pariétal constant. 
4.5.1 Solution en paroi isotherme. 
4.5.1.1 Solution numérique. 
En négligeant le terme de dissipation visqueuse de l’équation (4.7), l’équation 
d’énergie s’écrit : 







si on garde la même variable adimensionnelle )(ηθ , l’équation différentielle (4.7) 
devient : 
 ′′  12 Pr f 
′  0
 
Les conditions aux limites s’écrivent : 
  0 f  f ′  0   1
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La comparaison de l’équation (4.62) et l’équation différentielle standard (4.8) 
donne, fPrA 21= , ,0B =  et .0D =   
On remarque que seul le deuxième membre qui va changer )0=(D  ce qui 
conduit au changement du coefficient Ci4  qui devient nul. Alors pour le cas d’une 
plaque plane isotherme, les étapes de calcul numérique restent les mêmes avec 
)0←( 4iC , nous résolvons le problème analytiquement afin de comparer les résultats 
obtenus avec ceux du calcul numérique. 
4.5.1.2 Solution analytique. 
L’équation (4.62) peut se mettre sous la forme : 
 ′′
 ′  −Pr
f
2  
or la fonction )(ηf  étant solution de l’équation différentielle de "Blasius" 
( )0=+′′′2 "fff , il vient alors : 
 ′′
 ′  −Pr
f ′′′
f ′′  
dont l’intégration est immédiate et donne : 
  1 − 0
 f ′′u Prdu

0
 f ′′u Prdu
 
Pour un nombre de "Prandtl" égale à l’unité, l’équation (4.64) devient : 
  1 − f ′  
La figure (4.8) représente la distribution de température θ  en fonction de η  
obtenue par le calcul numérique, pour des différents nombre de "Prandtl" en paroi 
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résultats avec ceux obtenus à l’aide de la méthode analytique pour un nombre de 
"Prandtl" égal à l’unité. 
 
 
Fig.4.8 : Distribution de température en couche limite sur une plaque plane 
isotherme sans dissipation pour divers nombres de Prandtl. 
 
Fig.4.9 : Distribution de température en couche limite sur une plaque plane isotherme 
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4.5.2 Solution numérique en paroi à flux de chaleur constant. 
L’intégration de l’équation (4.63) donne l’équation (4.28) : 
 ′ k1 f " Pr  
où 1k  est la constante d’intégration, on prend comme valeur ( =1k -1), cette valeur est 
choisie négative pour vérifier la loi de "Fourrier". 
Soit à résoudre l’équation : 
 ′′  12 Pr f 
′  0
 
avec les conditions aux limites : 
  0 f  f ′  0 ∂∂ P
 −f "Pr
   f ′  1   0
 
ce qui traduit par le changement des coefficients suivants : 
 - Pas de dissipation visqueuse :                      0←4iC  
                                              
C13 ← C13  C11
C14 ← C14 − 2hf "PrC11
C11 ← 0
 
Les résultats sont présentés sur la figure (4.10). 
 
  - Introduction des conditions aux limites :
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Fig.4.10 : Distribution de température en couche limite sur une plaque plane avec 
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4.6 Interpolation des résultats. 
Grâce aux nombreux calculs effectués en fonction des différentes valeurs de 
"Prandtl" et de types de paroi, on a pu faire une interpolation des résultats, afin 
d’aboutir à une équation plus générale qui peut déterminer le rapport 
Tδδℜ=  pour 
tout les nombres de "Prandtl". 
Cette interpolation a été faite selon les cas traités au préalable : 
Pour la convection forcée à grande vitesse on a déterminé le rapport ℜ  pour les 
trois types de paroi suivant : 
• Paroi adiabatique ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ =∂∂ 0yT , 
• paroi isotherme ( )CteT= , 
• paroi avec flux de chaleur pariétal constant ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ =∂∂ CteyT . 
Pour le cas de la convection forcée à basse vitesse, on refait le même 
travail en excluant le cas d’une plaque adiabatique.  
Les différents milieux fluides étudiés ont été classés selon le nombre de Prandtl, 
pour des valeurs inférieures à 0.6, (c’est le cas des métaux liquides), et pour des 
valeurs comprises entre 0.6 et 50 (le cas des liquides et des gaz). Les formules 
obtenues sont résumées dans le tableau (4.1). 
4.6.1 Evaluation des épaisseurs de la couche limite thermique. 
Les valeurs de Tδ  est extrait du rapport ℜ , en remplaçant δ par sa valeur pour 
chaque cas, on aboutit à la formule de Tδ  en fonction du nombre de Prandtl, nombre 
de Reynolds et la distance x . 
Pour illustrer l’influence de type de paroi et du nombre de Prandtl sur 
l’épaisseur de la couche limite thermique, on choisit différents fluides, puis on trace 
les épaisseurs Tδ  de chaque fluide pour les divers types de paroi. 
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On choisit à titre d’exemple les fluides suivants : 
- Pour les gazs : Air (Pr=0.714). 
- Pour les liquides : Eau (Pr=6.750). 
- Pour les métaux liquides : Mercure (Pr=0.044). 
 
Tab.4.1 : Principales caractéristiques de la couche limite thermique sur une plaque plane 



















 3675.0Pr023.1  0.664Pr−2/3  
Liquides 
et gaz Avec flux de 
chaleur 6664.0Pr
1624.4
 6664.0Pr0813.1  0.970Pr−3.72
Isotherme 1103.0Pr
3631.6




liquides Avec flux de 
chaleur 2144.0Pr
1420.6
 2144.0Pr7788.0  Pr−1.267  
Isotherme 2014.0Pr
3596.5
 2014.0Pr9329.0  0.522  0.664Pr−2/3
Avec flux de 
chaleur 2481.0Pr
9228.5








 1981.0Pr9326.0  0 
Isotherme 0996.0Pr
1906.6
 0996.0Pr7240.0  0.522  1. 18Pr−1/2
Avec flux de 
chaleur 3402.0Pr
881.5
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Fig.4.11 : Influence du nombre de Prandtl sur l’épaisseur de couche limite thermique le long 
d’une paroi adiabatique en convection forcée à grande vitesse. 
Fig.4.12 : Influence du nombre de Prandtl sur l’épaisseur de couche 
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Fig.4.13 : Influence du nombre de Prandtl sur l’épaisseur de couche  
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Fig.4.14 : Influence du nombre de Prandtl sur l’épaisseur d’enthalpie de couche limite 
thermique le long d’une paroi isotherme. 
Fig.4.15 : Influence du nombre de Prandtl sur l’épaisseur d’enthalpie de couche limite 





∆ ∞  
ν
U
∆ ∞  
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Fig.4.16 : Influence de type de paroi et du nombre de Prandtl sur le rapport des épaisseurs 
dynamique et thermique en convection forcée à grande vitesse pour les métaux liquides. 
Fig.4.17 : Influence de type de paroi et du nombre de Prandtl sur le rapport des épaisseurs 
dynamique et thermique en convection forcée à grande vitesse pour les liquides et les gaz. 
Pr  
Pr  
Tδδ /  
Tδδ /  
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Fig.4.18 : Influence de type de paroi et du nombre de Prandtl sur le rapport des épaisseurs 
dynamique et thermique en convection forcée à basse vitesse pour les métaux liquides. 
Fig.4.19 : Influence de type de paroi et du nombre de Prandtl sur le rapport des épaisseurs 
dynamique et thermique en convection forcée à basse vitesse pour les liquides et les gaz. 
Pr  
Pr  
Tδδ /  
Tδδ /  
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4.7 Contrôle actif de la couche limite thermique. 
On refait le même travail de la section (3.3) pour le contrôle de la couche limite 
thermique. On étudie seulement le cas d’un soufflage ou aspiration avec une vitesse 
uniforme. On représente les résultats de calcul sous forme graphique sur les figures 
suivantes : 




Fig.4.20 : Distribution de température dans une couche limite le long d’une  
paroi adiabatique avec dissipation en présence du contrôle ( Pr ≥1). 
Fig.4.21 : Distribution de température dans une couche limite le long d’une paroi adiabatique 
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Fig.4.22 : Distribution de température dans une couche limite sur une paroi 
 isotherme avec dissipation en présence du contrôle ( Pr ≥1). 
Fig.4.23 : Distribution de température dans une couche limite sur une paroi  
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Fig.4.25 : Distribution de température dans une couche limite sur une paroi avec flux de 
chaleur avec dissipation en présence du contrôle ( Pr <1). 
Fig.4.24 : Distribution de température dans une couche limite sur une paroi avec flux de 
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Fig.4.26 : Distribution de température dans une couche limite sur une paroi  
isotherme sans dissipation en présence du contrôle ( Pr ≥1). 
Fig.4.27 : Distribution de température dans une couche limite sur une paroi  
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Fig.4.28 : Distribution de température dans une couche limite sur une paroi  
avec flux de chaleur sans dissipation en présence du contrôle ( Pr ≥1). 
Fig.4.29 : Distribution de température dans une couche limite sur une paroi avec flux de 
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4.8 Commentaires et analyse des résultats. 
La détermination de la loi de distribution de température pour divers milieux 
fluides, avec des conditions aux limites différentes, conduit à proposer des corrélations 
pour chaque cas, ce qui a permis de représenter les différentes caractéristiques de la 
couche limite thermique. 
4.8.1 Distribution de température adimensionnelle. 
4.8.1.1 Paroi adiabatique en convection forcée à grande vitesse. 
Dans cette partie, l’ensemble de la couche limite est énergétiquement isolé, il n’y 
a échange d’énergie ni à travers la paroi, ni à travers la frontière de la couche limite. 
Les courbes de la figure (4.4), montrent que la température a à la paroi, une valeur 
supérieure, égale ou inférieure à l’unité suivant que le nombre de Prandtl est 
supérieur égal ou inférieur à l’unité. Cette distribution de température est justifiée 
comme suit ; pour des nombres de Prandtl supérieurs à l’unité ( ν>a ), le fluide est 
plus visqueux que conducteur, l’élévation de température est provoquée d’une part 
par la dissipation visqueuse et d’autre part par le frottement des particules de fluide. 
Par contre pour des nombres de Prandtl inférieurs à l’unité, où le fluide est plus 
conducteur que visqueux, la température reste inférieure à l’unité, ce qui indique que 
l’écart de température est inférieur à l’énergie cinétique de fluide puisque la 
température effective est précisément celle produite par la dissipation visqueuse. 
4.8.1.2 Paroi isotherme. 
-En convection forcée à basse vitesse : 
Comme le montre la figure (4.8), la température à la paroi est égale à l’unité 
puis elle se dégrade en s’éloignant de la paroi. On remarque qu’au sein de la couche 
limite la température s’élève ou se dégrade selon que le nombre de Prandtl est 
supérieur ou inférieur à l’unité, ce qui indique que pour Pr<1 l’effet conductif est le 
plus dominant, et quant la dissipation visqueuse est considérée négligeable, les fluides 
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qui correspondent à des nombres de Prandtl supérieurs à l’unité  ayant les basses 
températures. 
-En convection forcée à grande vitesse : 
Les courbes de la figure (4.6), gardent la même allure que les courbes de la 
figure précédente pour des nombres de Prandtl inférieurs ou égaux à l’unité. 
L’élévation de température est remarquable à cause de la dissipation visqueuse. Pour 
les fluides qui correspondant à des nombres de Prandtl supérieurs à l’unité, on 
remarque qu’il y’a une augmentation de température prés de la paroi qui peut être 
justifie par le caractère visqueux de ces fluides. 
Il faut signaler qu’il y a un transfert de chaleur entre la plaque et le fluide, ce 
dernier s’échauffe ou se refroidit par la plaque suivant que la température de 
frottement est supérieure ou inférieure à la température de la paroi pT . 
4.8.1.3 Paroi avec flux de chaleur constant. 
Pour les deux types de convection considérées, les courbes des figures (4.7) et 
(4.10), reflètent la distribution de température pour ce type de paroi. Ces courbes 
ayant la même allure que celles d’une paroi isotherme, l’élévation de température au 
sein de la couche limite est provoquée par le flux de chaleur qui imposé à la paroi. 
Pour les divers types de paroi considérés, on peut noter que, quand la distance à 
la paroi augmente, la température diminue jusqu’à ce qu’elle prend la valeur de ∞T  
correspondant à l’écoulement libre. Toutes les courbes présentent une inflexion vers le 
milieu de la couche limite. Si on prend par exemple l’eau ( 750.6=Pr ) et le mercure 
( 044.0=Pr ), la température de l’eau sera au voisinage immédiat de la paroi, plus 
élevée que celle du mercure, mais dans la partie de la couche limite voisine de 
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4.8.2  
L’épaisseur de la couche limite thermique T ,δ  délimite la région où l’effet 
thermique est prépondérant. Pour les divers types de paroi considérés, cette épaisseur 
diminue ou augmente avec l’augmentation ou la diminution du nombre de Prandtl. 
(figures (4.11),(4.12) et (4.13)). 
Comme le montrent les figures (4.12) et (4.13), l’effet de dissipation visqueuse est 
très important pour les parois isothermes notamment avec un flux de chaleur 
constant à la paroi, où l’on constate que la dissipation fait augmenter l’épaisseur de 
la couche limite thermique. 
On ce qui concerne l’influence du type de paroi, on constate que : la couche 
limite thermique est plus épaisse pour une paroi avec flux que pour une paroi 
adiabatique, et que la couche limite est plus mince pour une paroi isotherme. 
4.8.3 Epaisseur d’enthalpie ∆ . 
L’épaisseur d’enthalpie possède la même  allure que celle de la couche limite 
thermique et la même loi de variation. Dans toutes les situations, l’épaisseur 
d’enthalpie est plus mince que l’épaisseur de la couche limite thermique. 
4.8.4 Le rapport ℜ . 
Les figures (4.16) à (4.19), représentent le rapport entre l’épaisseur de la couche 
limite dynamique et thermique. Les courbes des figures (4.17) et (4.19) montrent 
clairement que, pour un fluide dont le nombre de Prandtl égal à l’unité, il y a une 
parfaite coïncidence des propriétés dynamiques et thermiques. Suivant que le nombre 
de Prandtl est supérieur ou inférieur à l’unité, le rapport ℜ  est supérieur ou inférieur 
à l’unité, ceci indique que : pour des nombres de Prandtl supérieurs à l’unité, la 
couche limite dynamique est plus épaisse que la couche limite thermique, qui est 
traduit par la dominance de l’effet visqueux sur l’effet conductif. Le comportement 
contraire est remarqué pour des nombres de Prandtl inférieurs à l’unité où l’effet 
conductif est le plus important. 
Epaisseur conventionnelle de la couche limite thermique Tδ . 
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Il faut noter que le rapport des épaisseurs dynamique et thermique est aussi 
influencé par le type de convection et de paroi ; par exemple pour le cas de la 
convection forcée à grande vitesse, l’augmentation de l’épaisseur de la couche limite 
thermique conduit à la diminution du rapport ℜ , contrairement au cas de la 
convection forcée à basse vitesse. 
4.8.5 Influence du contrôle actif sur la couche limite thermique. 
Les résultats du champ thermique sont influencés par : le contrôle actif et le type 
de paroi, ainsi que du nombre de Prandtl et du type de convection forcée. 
Pour les divers types de paroi, et pour les deux types de convection forcée, 
(figures (4.20), (4.22), (4.24), (4.26) et (4.28)), les fluides qui correspondant à des 
nombres de Prandtl supérieurs à l’unité sont influencés par le soufflage dans le sens 
de l’augmentation de la température au sein de la couche limite thermique. On 
remarque aussi qu’il y a une augmentation de l’épaisseur de cette couche limite. Le 
cas inverse est remarqué pour l’aspiration. 
Pour les fluides qui correspondant à des nombres de Prandtl inférieurs à l’unité, 
on peut faire les remarques suivantes : 
Pour le cas d’une paroi adiabatique, (figure (4.21)), et pour Pr<<1, la situation 
inverse est remarqué, c’est l’aspiration qui fait augmenter la température au sein de 
la couche limite thermique. 
Pour le cas d’une paroi isotherme, (figure (4.23)), les courbes possèdent la même 
allure que celles des figures (4.20), (4.22), (4.24), (4.26) et (4.28). 
Pour le cas d’une paroi avec flux de chaleur, (figures (4.25) et (4.29)), le 
soufflage et l’aspiration jouent le même rôle, c’est-à-dire : ils augmentent la 
température au sein de la couche limite. 
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4.9 Conclusion. 
Les résultats obtenus ont une grande importance dans l’industrie, à titre 
d’exemple, pour la lubrification des pièces de températures différentes avec réduction 
du transfert thermique entre elles, ce sont des milieux tels que Pr>>1 qui sont 
favorables. A l’opposé, pour favoriser un haut niveau de transfert thermique tout en 
minimisant les pertes d’énergie par viscosité, on cherche des milieux tels que Pr<<1, 
ce sont les métaux liquides qui sont alors les plus indiqués : l’analyse du 
comportement de ces métaux liquides est actuellement un axe de recherche 








L’objectif principal de ce travail est l’analyse du comportement des fluides en 
convection forcée sous l’influence de plusieurs paramètres. L’étude fait partie d’un axe 
de recherche très important. 
On a étudier la couche limite sur une plaque plane lisse à incidence nulle en 
écoulement laminaire incompressible. 
Après simplification des équations de "Navier-Stokes" et de l’équation d’énergie 
selon les hypothèses de "Prandtl", on a déduit les équations qui régissent notre 
problème. 
La résolution du problème dynamique a permis de déterminer le champ des 
vitesses, ainsi que les différentes caractéristiques de la couche limite laminaire. 
Une fois le champ des vitesses est déterminé, l’équation d’énergie est résolue 
avec des différentes conditions aux limites à la paroi pour divers nombres de 
"Prandtl". 
Les résultats obtenus par cette étude illustrent la dépendance des phénomènes 
thermiques et dynamiques en couche limite laminaire sur une plaque plane. 
Dans certaines situations, la résolution des équations analytiquement a permis 
de valider les résultats. 
Les résultats obtenus en présence du contrôle actif des couches limites 
dynamiques et thermiques, montrent clairement l’influence de ce dernier sur les 
caractéristiques de ces couches limites. 
En perspective à ce travail, on propose une étude qui peut traiter les couches 
limites qui se développent sur diverses configurations d’obstacles, en écoulement 
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Résumé 
Une étude théorique sur le comportement de l’écoulement visqueux type couche 
limite en présence de l’effet thermique est présentée. 
L’écoulement a eu lieu dans un domaine bidimensionnel, avec une vitesse uniforme à 
l’infini pour les différents types de parois (isotherme, adiabatique et avec apport de 
chaleur). 
L’équation du bilan énergétique est résolue tout en spécifiant les conditions aux 
limites adéquates. 
L’approche analytique et numérique (programmation en FORTRAN F32 sous 
Windows) a permis la détermination des caractéristiques de la couche limite en 
présence du contrôle et de l’effet du nombre de ''Prandtl''. 
Mots clé : couche limite, plaque lisse, effet thermique, contrôle actif. 
Abstract 
A theoretical study on the behaviour of the viscous flow of the boundary layer type 
under a heating effect is presented. 
The flow is taking place in a two-dimensional field, with a uniform speed of the 
infinite for the various types of walls (isotherm, adiabatic and with contribution of 
heat). 
The equation of the energy balance is solved while specifying the adequate boundary 
conditions. 
The analytical and numerical approach (programming in FORTRAN F32 under 
Windows) allowed the determination of the characteristics of the boundary layer in 
the presence of control and the effect of the of  ''Prandtl'' number. 
Key words: boundary layer, smooth plate, heating effect, control active. 
صخلم 
 ضرعتتيرارحلا ريثأتلا دوجوب ةيدحلا ةقبطلا عون نم جزللا نايرجلا كولسل ةيرظنلا ةساردلا .  
ةياهنلالا دنع ةمظتنم ةعرسب داعبلأا يئانث لاجم يف نايرجلا ددح , ةفلتخم حطس عاونا لجا نم)ةرارحلا ةتباث , و ةمظاآ
يرارح ماهسإب.(  
لحتةمئلاملا ةيدحلا طورشلا ديدحتب ةقاطلا ةنزاوم ةلداعم .  
.  '' Prandtl ددع ريثأت و ةبقارملا دوجوب ةيدحلا ةقبطلا صئاصخ ديدحتب ةيددعلا و ةيليلحتلا تابيرقتلا انل تحمس''  
املآتحاتفملا :  ،ةيدحلا ةقبطلا ةحيفص ،ءاسلميرارحلا ريثأتلا ةيلعفلا ةبقارملا ،.  
